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Aufgabe 1 (24 4+ 4 Punkte). (i) Sei C' C R eine nichtleere Teilmenge und es gelte
sup C' < oo. Zeigen Sie, dass es fir jedes € > 0 ein ¢. € C' gibt so, dass supC'—c. < €.

(ii) Seien A, B C R nichtleere Teilmengen und es gelte sup A < oo und sup B < oo.

Definiere
A+B:={a+b:a€ A bec B}.

Beweisen oder widerlegen Sie:

sup(A + B) = sup A + sup B.

(iii) Seien f,g: R — R Funktionen. Zudem gebe es Konstanten Cf, C; > 0 so, dass fiir
alle z € R gilt f(z) < Cf und g(z) < C,. Beweisen oder widerlegen Sie:

sup{f(x) + g(z) : z € R} =sup{f(z) : z € R} + sup{g(z) : = € R}.

Hinweis: Um die Gleichheit zweier Zahlen x,y € R zu beweisen, kann man zeigen, dass
r<yundy <.

Definition (Maximum und Minimum). Fir M C R heiit m € R Mazimum von M, wenn
m € M und m = sup M. Analog dazu heiit m € R Minimum von M, wenn m € M und
m = inf M.

Aufgabe 2 (10 Punkte). Sei

M::{x+1:x20}.
T+ 2

Entscheiden Sie jeweils, ob Supremum, Infimum, Maximum und Minimum von M exis-
tieren und falls ja, bestimmen Sie die entsprechenden Werte.

Lésung. Sei x > 0. Wir bemerken zunéchst, dass

r+1 x+2-1 ] 1
r+2  r+2 x+2
Weiter ist x 4+ 2 > 2, also durch Kehrwertbildung
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und somit

1 1 1
>1— =
r+2 7 2 2
Da aber ; € M (setze x = 0), ist minM = 1 und somit auch inf M = 1 (falls das

Minimum existiert, ist es immer gleich dem Infimum).

Da sich der Term fir grofe x > 0 der 1 annédhert (hier kann man sich auch den
Graphen skizzieren!), vermuten wir, dass sup M = 1. Um das zu beweisen, gehen wir die
Definition des Supremums von M durch:

1—

e 1 ist obere Schranke von M: Fiir alle x > 0 gilt

1-— < 1.

T+ 2

o 1 ist die kleinste obere Schranke von M: Sei s < 1. Wir zeigen, dass s keine obere
Schranke von M sein kann. Dazu miissen wir ein > 0 finden mit

_ > s 2
337 ° (2)
Wir formen um:
— >
T+ 2 iy
S1—s5>
s T+ 2
Sr+2>
1—s
s 1 5 2s — 1
T —2= .
1—s 1—s

Waiéhlen wir also > 0 mit x > % (beispielsweise das doppelte), ist flr dieses
x erfiillt. Damit haben wir aber ein Element von M gefunden, das grofler als s ist,
womit s keine obere Schranke von M sein kann und 1 damit die kleinste obere

Schranke von M ist.
Jedoch besitzt die Menge M kein Maximum, da die Gleichung

x+1_

=1
T+ 2

keine Losung x > 0 besitzt. ]

Bitte wenden!



Aufgabe 3. (i) Fir alle n € N seien reelle Zahlen a,, < b, gegeben. Wir definieren
I, := [an, by).
Angenommen, [, C I, fir alle n € N. Zeigen Sie:

M I, #0. (3)

neN
Hinweis: Benutzen Sie die Supremumseigenschaft der reellen Zahlen.

(i) Gilt auch fir I,, :== (a,,b,)? Beweisen Sie ihre Antwort!

Aufgabe 4. Ziel dieser Aufgabe ist es, Potenzen mit beliebigen reellen Exponenten zu
konstruieren. Dazu nutzen wir zunachst Potenzen mit ganzzahligen Exponenten und die
n-ten Wurzeln einer positiven reellen Zahl. Sei b € R mit b > 1.

(i) Zeigen Sie: Fir m,n,p,q € Z mit n > 0,q > 0 und r = m/n = p/q € Q gilt
()1 = (1),
Wir kénnen also b" := (b™)'/" fiir alle rationalen Zahlen definieren.
(ii) Zeigen Sie: Mit dieser Definition gilt fiir r, s € Q, dass b""* = b"b*.
(iii) Fir « € R setzen wir
B(z) = {b' |t e Q,t <z}
Zeigen Sie: Fiir alle r € Q gilt
b" = sup B(r).
Dies motiviert die Definition b* := sup B(z) fir alle reellen Zahlen z.

(iv) Zeigen Sie: Mit dieser Definition gilt fiir z,y € R, dass b* ¥ = b™bY.

Léosung. (i) Seien alle Variablen wie in der Angabe. Setze k := mq = pn. Nach Vorlesung
gibt es genau ein a > 0 mit der Eigenschaft a® = ™ (nidmlich die k-te Wurzel von b™P).
Mit den Rechenregeln fiir natiirliche Exponenten (leichter Beweis mit Induktion!) und die
n-te Wurzel folgt

(@) = @ = () =y =
und analog
k m
((bp)l/q) _ ((bp)l/q> T .
Aus der oben erwihnten Eindeutigkeit der k-ten Wurzel folgt (™)™ = ()%, was zu
zeigen war.

(ii) Seien 7,5 € Q und m,n,p,q € Zmit n > 0,¢ >0 und 7 = ™ und s = ’é. Wir beweisen
nun "¢ = b"b* mit der gleichen Strategie wie in (i), indem wir verifizieren, dass beide
Zahlen die gleiche ng-te Potenz haben (oder anders gesagt, dass beide Zahlen die ng-te
Wurzel aus ein und der selben Zahl sind). In der Tat ist

(errs)nq _ (b% s)nq _ (b”W;r(f")nq _ ((bmqﬂon)nlq)nq = pmaten

wobei die vorletzte Gleichheit die Definition fiir rationale Potenzen aus Aufgabenteil (i)

ist. Weiter rechnen wir
1

= (R = () (@) = e =
Es folgt 0"™* = b"b* aus der Eindeutigkeit der ng-ten Wurzel.
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(iii) Sei r € Q. Wir beweisen zunéachst folgende Behauptung: Fur alle t € Q mit ¢ <
ist b* < b". Seien zum Beweis erneut m,n,p,q € Z mit n > 0,q > 0 und r = ot =
mit g < 2. Letztere Bedingung ist dquivalent zu pn < mgq. Wegen b > 1 folgt darau
b™a=P" > 1 und damit

QT 3

wn

q

(()a) " = o < oo = yma = (7))

Daraus folgt aber (bp)% < (b™)w (denn fiir alle @ > b > 0 und alle n € N gilt ™ > b" > 0),
was die Behauptung zeigt.

Aus der Behauptung erhalten wir sofort, dass 0" eine obere Schranke von B(r) ist, also
sup B(r) < b". Wegen b" € B(r) ist b" = max B(r) = sup B(r).

(iv) Seien x, y € R. Wir zeigen b"0Y < b* 1Y und b*bY > b* V. Seien s,t € Qmit s < z,t < y,
so dass b° € B(z),0" € B(y). Wegen s,t € Q ist nach Teil (ii)
b°b' = "t < sup B(z +y) = b* Y.

Aus obiger Ungleichung folgt b* < *1¥b~5, also ist b*T¥b~° eine obere Schranke von B(y)
und es folgt
bW =sup B(y) < b"MVp7

nach Definition des Supremums. Daraus folgt
b = sup B(z) < b (0)7,
und daraus die erste Ungleichung
boHY < b, (4)

Man beachte, dass a priori noch nicht bekannt ist, dass (b¥)~' = b7 fiir alle y € R. Fiir
r € Q folgt das unmittelbar aus 1 = b"~" = b"b~" (Rechenregel aus Aufgabenteil (ii)). Fur
allgemeines y € R kann man aus aber schon

WhY <tV =0"=1, also b¥<(b¥)"

folgern. Wir nehmen die umgekehrte Richtung fiir den Moment an und fithren den Beweis
am Ende. Substituiere z + y fiir z und —y fiir y in Ungleichung ([)), was b*"b= < b”
liefert und damit . .

P =Tty (b7Y) < (b)) =

Dies ist die zweite benotigte Ungleichung und die Aussage ist bewiesen.

Es verbleibt, die Identitat b=¥ > (b¥)~" oder ¥ > 1 fiir alle y € R zu zeigen. Dabei
dirfen wir die in Aufgabenteil (iv) bewiesene Rechenregel natiirlich nicht verwenden, denn
wir haben diese ja gerade mit der zu zeigenden Identitéat bewiesen. Zu zeigen ist

sup B(y) sup B(—y) > 1.

Sein e Nund r,s € Q mit r <y und s < —y sowie y — 1 < % und —y—s < % (Existenz
garantiert durch archimedisches Axiom). Dann ist

sup B(y) sup B(—y) > b'b° @ prts = (by_r_y_s)_l > b
Da n € N beliebig war und sup{b_% :n € N} =1 ist, folgt die Behauptung.
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Alternativlosung: Wir geben noch eine kiirzere Alternativliosung, die verwendet, dass
fir A, B C [0,00) mit sup A, sup B < oo gilt

sup(AB) = sup(A) sup(B),

wobei AB :={a-b:a € A b€ B} (Ubungsaufgabe!). Da B(x), B(y) C [0,00), kénnen
wir diesen Fakt auf diese Mengen anwenden. Es folgt dann
b*bY = sup B(z)sup B(y) =sup{a-b:a € B(x),b € B(y)}
=sup{b’-b' :s5€Q,s<z,tcQt<y}
&) sup{b°’t :s€Q,s<z,t€Q,t <y}
=sup{d :reQ,r <z+uy}

_ 1Tty
=} ,

wie gewiinscht. O
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